Inverz fiiggvény

Definicio: Legyen adott az f(X) kolcsonosen egyértelmii hozzarendelést fiiggvény. Az f(x)
fliggvény inverzén azt az f’l(x) fiiggvényt értjiik, amelynek értelmezési tartoménya az
f(x) értékkészlete, és ha f(x) az ,,a” helyen a ,b” értéket veszi fel, akkor f *(x) fiigg-
vény értéke a ,,b” helyen ,,a” lesz.

Megjegyzés:

a) A definiciobol kovetkezoen, hogy ha f(x) inverze f(x), akkor f*(x) inverze f(x), tovabba

FA(F(x))= f(f*(x))=x.
b) Ha f(x) szigortian monoton névekvd (csokkend), akkor 1étezik inverze, és inverze is szigoraan
monoton novekvo (csdkkend).
c) f*(x)és f(x) gorbék az y = x egyenletii egyenesre vonatkozoan egymésnak tiikorképei.
d) Az inverz meghatarozasanal az y = f(x) egyenletbdl kifejezziik az x-et y-nal és utana az X és y
jelolést felcseréljiik.

1. Példa: Hatarozza meg az f (X) = —% X+5 fliggvény inverzét!

Megoldas:

A fiiggvény szigorian monoton csokkend, ezért van inverze (ET: R és EK: R).

Az y= —% X+5 0sszefliggésbdl kifejezziik x-et: x = —% y +% .
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Felcseréljiik x és y jelolést: y = —g X+ ?5 ,
. L . 3 15 ,
azaz az inverz fiiggvény: f (x)= - X+ 5 (ET: R és EK: R).
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2. Példa: Hatarozza meg az f (X) =2In + 3 fliggvény inverzét!

Megoldas:
A fliggvény szigortian monoton ndvekvo, ezért van inverze (ET: x > = és EK: R).
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Az y=2In
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+ 3 0Osszefiiggésbdl kifejezziik x-et: X =
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Felcseréljiik x és y jelolést: y = geT + 5 ,
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azaz az inverz fiiggvény: f _1(X)= geT +§ (ET: R és EK: (%, oo)).



3. Példa: Hatarozza meg az f (X)= x* +1 fliggvény inverzét!

Megoldas:

A fliggvény az értelmezési tartomanya egészén nem szigortian monoton, ezért az egész fiiggvény
inverzérdl nem beszélhetiink.

Megjegyzés:

A fuggvény megfelelden lesziikitve invertalhatd. Legyen pl. f(X)= x* +1, ahol x>0. Ebben az in-
tervallumban a fliggvény szigoruan monoton névekvd, tehat van inverze (ET: x>0 és EK: f (x) >1).
Az y=x*+1 bsszefiiggésbdl kifejezziik x-et: x = \/ﬁ (Ttt figyelembe vettiik, hogy x>0).
Felcseréljiik X és y jelolést: y = Jx-1,

azaz az inverz fliggvény: f ’l(x)= Jx-1 (ET: x>1 és EK: [0; oo)).

Feladatok:

[rja fel az alabbi fiiggvények inverzeit! Ha a teljes értelmezési tartomanyukon nem invertalhatok,
akkor valasszon megfeleld intervallumot! Adja meg mindkét fiiggvény értelmezési tartomanyat és
értekkészletét is!

a) f(x)=1-3x; e) f(x)=5lg(2x+1)-2;
b) f(X)=$; f) f(x):—1-2$+1,
o) f(X)=vx*+1; 9 f(x)=2x*-1;
X2 1-
d f(x)=3e° -6; h) f(X)=T§
Osszetett fiiggvény

Definicié: Az f(x) kiils6 fiiggvénybol és a g(x) belsé fiiggvénybdl allo F(x)= f(g(x)) fiiggvényt
osszetett fiiggvénynek nevezzik, melynek értelmezési tartomanya a g(x) értelmezési
tartoméanyanak azon X, pontjai, amelyekre g(x, ) hozzatartozik az f(x) értelmezési tar-
tomanyahoz.

Megjegyzés: - Az Ssszetett fliggvény jelolésénél gyakori az f o g szimbolum is.
- A definici6 szerintaz f og Osszetett fliggvény akkor 1étezik, ha
R,ND, #@ ¢ D,,=g*(R,ND,).



1. Példa:
Hatarozza meg az fog és go f Osszetett fliggvényeket, ha f (X)= 1 és g(x): 2",
X

Megoldas:
f(x):%,ahol D, =R\{0} és R, =R\ {0}, illetve g(x)=2", ahol D, =R és R, =R".

Mivel R, N D, =R", ezért létezik fog,és Dy, =g (R).
Az értelmezési tartomany kiszamitasa: 0 <2* <oo, melybdl x e R.

Tehat a megoldas: (f o g)(x)= % , ahol ET: R és EK: R*.

Mivel R, N D, =R\ {0}, ezért létezik go f ,és D, = f *(R\{0}).
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Az értelmezési tartomdny kiszamitasa: —oo<—<0 vagy 0<—< oo,
X X

melybél xeR ™ vagy x e R*, azaz x e R\{0}.
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Tehat a megoldas: (g o f )(x)=2*, ahol ET: R\{0} és EK: R*\{1}.

(Megjegyzés: Dolgozhatunk kozvetleniil az inverz fliggvénnyel is, azaz g_l(x) =log, x ¢és
g (R =R, illetve f*(x)= 1 és f1(R\{0})=R\{0}. A megoldasban szereplé modszer azonban
X

egyszeriibben vezet megoldashoz.)

2. Példa:
Hatarozza meg az fog és gof Osszetett fliggvényeket, ha f(x)=3x+5, ahol xe[1; 100] és
g(x)=2" +1.

Megoldas:
f(x)=3x+5,ahol D, =[1;100] és R, =[8; 305], illetve g(x)=2" +1,ahol D, =R és R, =(1; ).
Mivel R, N D, =(1; 100], ezért létezik fog,és D, , =g *((L; 100]).

Az értelmezési tartomany kiszamitasa: 1< 2* +1<100
0<2%<99
- <X<log,99, azaz x € (-; log,99].

Tehat a megoldés: (f o g)(x)=3(2" +1)+5=3-2" +8, ahol ET: x<log, 99 és EK: (8; 305].

Mivel R; (1D, =[8; 305], ezért létezik go f,és D, = f 7 ([8; 305]) =D, , azaz x €[1; 100].
Tehat a megoldas: (go f (x)=2%"°+1=32-8"+1, ahol ET: x [1; 100] és EK: [257; 32-8'® +1].



3. Példa:

Hatarozza meg az fog és go f Osszetett fliggvényeket, ha f(X)z sin X és g(X): log, x.
Megoldas:

f(x)=sinx,ahol D, =R és R, =[-1; 1], illetve g(x)=log, x, ahol D, =R"¢és R, =R.
Mivel R, N D, =R, ezért létezik fog,és Dy, =g~ (R)=R"

Tehat a megoldas: (f ° g)(x)= sin log, x, ahol ET: R* és EK: [-1; 1].

Mivel R, (1D, =(0; 1], ezért létezik go f ,és Dy, = f (05 1]).
Az értelmezési tartomany kiszamitasa: 0 <sin x <1, melybdl 0+ k2n < x<m+k2m, ahol k e Z.
Tehat a megoldas: (g o f )(x)=log, sin x, ahol ET: x € (k2r; n+k2r), EK: (- o0; 0] és k € Z.

Feladatok:

1. Hatarozzameg az fog ¢s go f Osszetett fliggvényeket, ha

a) f(x)=x%¢és g(x)=x*+x+1;

b) f(x)=Igx és g(x)zlgix;

c) f(x)=Inxés g(x)=1-x;

A FX)=T & glx)=x;

e) f(x)=x®és g(x)=x-3,ahol x e[1; 100];

f) f(x):% és g(x)=x;

9) f(x)=x-10,ahol xe[1; 100] és g(x)=x*+1.

2. Hatarozzamegaz fogok, go f ok és ko f o g Osszetett fliggvényeket, ha

=X+2;

a) f(x) % g(x)=Inx és k(x)
b) f(x)=+/x, g(x)=e* és k(x)=sin x;

c) f(x)=x%, g(x)=x-1és k(x)=



