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1. Grafelmélet alapfogalmai

Definicid: A graf pontok és az Sket 6sszekoté élek egyiittese.

Megjegyzés: A graf pontjait szogpontoknak, illetve csticsoknak is nevezziik. Ha a graf ¢lei ira-
nyitottak, iranyitott grafrol beszéliink.

Definicié: Ha egy pontbol nem fut ki él, akkor azt a graf izolalt pontjanak nevezzik.

Definicié: Ha két pontot két vagy tobb €1 kot 6ssze, akkor ezeket pdrhuzamos (vagy tobbszo-
ros) eleknek nevezziik.

Definicié: Ha egy élre csak egy pont illeszkedik, azaz egy €l két végpontja azonos, akkor azt
az ¢lt hurokélnek nevezziik.

Definicid: Ha egy grafban nincsenek parhuzamos élek és nincs hurokél, akkor azt egyszerii
grdfnak nevezziik.

Definicid: Egy G graf részgrdfja olyan graf, ami G bizonyos csticsaibol és azok kozott bizo-
nyos ¢leibdl all.

Definicid: A graf egy pontjaba 6sszefuto éleinek szamat a pont fokszdmdnak nevezziik.

Peldak:
a) b) ¢ d) e
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oo L, , graf tobbszoros grdf izolalt ponttal fokszamok
(egyszerit) grdf iranyitott grdf éllel és hurokéllel Jeltiintetése
Feladatok:

F.1  Rajzoljon 5 szdgponty, 8 €l egyszerli grafot, illetve 7 szogpontt, 12 élii egyszerti gra-
fot! Hatarozza meg az egyes pontok fokszamat is!

F.2  Rajzoljon olyan 4 szogpontt egyszerli grafot, amelyben 1 harmad, 2 mésod- és 1 els6-
foku pont van!

F.3  Rajzoljon olyan 5 szogponta egyszeri grafot, amelyben a fokszamok: 1, 2, 2, 2, 3!

F.4 A didkdonkormanyzat Gjonnan valasztott négytagi vezetdsége: Kata, Mari, Réka ¢és
Bence. Koziiliik Kata harom, Réka és Bence pedig két-két vezetdségi tagot ismert ko-
rabbrol. Mari a négyes csoportnak csak egy tagjat ismerte. (Az ismeretségek kdlcsono-
sek.) Rajzolja fel a négy-tagn vezetéség valasztas elStti ismeretségi grafjat! (KSZEV
2010.10/1/11)



F.5  Jozsefnek 3 gyermeke volt: Andor, Méatyas és David. Matyasnak 3 fia sziiletett, David-
nak 1, Andornak egy sem. Szeml¢ltesse graffal az apa-fii kapcsolatokat! Hany csticsa
¢és hany ¢éle van ennek a grafnak? (KSZEV-NY 2007.05/1/8)

F.6  Egy oOttagu tarsasagban a hazigazda mindenkit ismer, minden egyes vendége pedig pon-
tosan két embert ismer. (Az ismeretségek kolesonosek.) Szemleltesse rajzzal az isme-
retségeket! (KSZEV Minta (1) 2004.05/1/7)

2, Specialis grafok

Definicié: Azokat a grafokat, amelyeknek nincsenek élei, élnélkiili grafoknak nevezzik.

Definicid: Azokat az egyszerii grafokat, amelyekben barmely két pont éllel van dsszekotve,
teljes grafoknak nevezzik.

Megjegyzés: A sikon egy n oldalu konvex sokszdg oldalainak és atldinak megrajzolasaval egy
n pontu teljes grafot kapunk.

Definicié: Egy G graf komplementerének nevezziik azt a G-vel jelolt grafot, amelynek pontjai
a G pontjai, ¢és €lei a teljes graf azon ¢€lei, amelyek G-ben nem szerepeltek.

Megjegyzés: Nyilvanvaldan G=0G.

Példak:
a) b) ¢)
® L]
°
.
.
élnélkiili graf teljes graf komplementer graf

3. Grafok izomorfijja

Definicié: Két grafot akkor neveziink izomorfnak, ha pontjaik és éleik kolcsondsen egyértel-
mien ¢&s illeszkedéstartoan megfeleltethetok egymasnak.

Megjegyzés:

= Az izomorfiat ugy is lehetne fogalmazni, hogy a két graf csupan mashogy van "hajto-
gatva".



= Ezek alapjan az izomorf grafoknak ugyanannyi éliik és csticsuk van, és az egymasnak

megfeleld csucsok fokszdma megegyezik.

= Két grafot akkor tekintiink kiilonb6zonek, ha nem izomorfak egymassal.

Példa:

Az alabbiakban izomorf grafokat lathatunk. Megfeleld betlizéssel ellendrizhetjiik a pontok kap-

csolatat tablazattal!

H

kapcsolodo pontok

A B D E
B A C F
C B G

D A H

E A F H
F B E G
G C F H
H D E G

Példa:

G

E

p F

b B

Néhany lehetséges négy szogponti kiilonb6zd, azaz nem izomorf graf

Feladatok:

AT A

F.7  Rajzolja fel az 6sszes, nem izomorf 3 szogponta egyszert grafot!

F.8  Keressen olyan 4 szogpontu egyszerli grafot, amely izomorf a komplementerével!

F.9  Hany olyan 4 ponti, 3 élii graf van, amelynek vannak tobbszorés élei? (ESZEV Minta

(3) 2015.10/4)

4. Grafelmeéleti tételek

[G&|: Barmely grafban a fokszamok 0sszege az élek szamanak kétszerese.

Megjegyzés: A tétel szerint a fokszamok 6sszege mindig paros szam. Ez azonban csak sziiksé-
ges, de nem elégséges feltétele egyszerii graf 1étezésének.

: Barmely grafban a paratlan fokszamu pontok szama paros.

: Béarmely egyszer(i grafban van legalabb két olyan csucs, amelynek a fokszdma meg-

egyezik.



: Egy n pontt teljes grafban az élek szdma:

nn—1)
—

Feladatok:

F.10
F.11

F.12
F.13

F.14

F.15

F.16

Rajzoljon egy 2-, 3-, 4-, 5-, 6-pontu teljes grafot! Melyiknek hany ¢éle van?

Egy 5 ponta egyszeri grafnak 8 éle van. Mekkorak lehetnek a csucsok fokszamai? Raj-
zolja is le az egyes eseteket!

Hany pontt az a teljes graf, amelynek a) 91; b) 153; ¢) 351 ¢éle van?

Hény cstcsa van annak a teljes grafnak, melynek

a) ¢€leinek a szama a csucsok szamanak 11-szerese;
b) éleinek a szama a csucsai szamanak haromszorosanal 9-cel nagyobb?

Az iskoldk kozotti labdartigo-bajnoksagra 12 csapat jelentkezett. Eddig 16 mérkdzést
jatszottak mar le. Hany mérk6zés van még hatra, ha minden csapat minden csapattal
csak egy mérkdzést jatszik? Valaszat indokolja!

Felsoroltuk egy 5 csucspontu egyszeri graf csucsainak fokszamait, 6t kiilonbozo esetet.
Melyik nem lehetséges az alabbiak koziil? Indokolja valaszat!

(A)1,1,1,1,0;(B)2,2,2,2,2;(C) 3,3,3,3,3;(D) 2,2,3,3,4,(E) 2, 2, 2, 4, 4.

Egy tarsasagban 5 lany és 5 fiu tancolt. Kilencen pontosan megmondtak, hogy hany
partnerrel tancoltak. Szamuk 5, 5, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 3 volt. A tizedik vagy 3 vagy 4 part-
nerre emlékezett. Megallapithatd-e a tizedik ember partnereinek pontos szdma?

5. Osszefiiggd grafok

Definicié: A graf egymashoz csatlakozé éleinek olyan sorozatat, amelyben egyetlen él sem

szerepel egynél tobbszor, vonalnak nevezziik. (Lehetnek olyan pontok, amelyek
tobbszor 1s eléfordulnak.)

Definicid: A graf egymashoz csatlakozo éleinek olyan sorozatat, amely egyetlen ponton sem

megy at egynél tobbszor, utnak nevezzik.

Példa:
a) b
B < C B c
A bejaras: A bejaras:
ABACBD D ACBD
vonal a grafban ut a grafban



Definicié: Egy grafot dsszefiiggének neveziink, ha barmely pontjabol barmely pontjaba el-
juthatunk valamilyen tton.

Megjegyzés: A nulla hossza utat is megengedjiik, tehat egyetlen izolalt pont is 0sszefliggo.

Definicié: Az olyan vonalat, amely a graf minden élét tartalmazza, Euler-vonalnak nevezziik.
Az Euler-vonal lehet nyitott (Euler-ut), ha a kezdépontja nem egyezik meg a vég-
pontjaval, vagy lehet zart, ha a kezd6- és végpontja megegyezik (Euler-kor).

Megjegyzés: Euler-vonal 1étezésekor a graf ,,végigrajzolhato” a ceruza felemelése nélkiil ugy,
hogy egy vonalon csak egyszer haladunk at.

: Ha egy 0sszefiiggd grafban két pont fokszama pdaratlan, a tobbi pont fokszdma paros,
akkor a grafban van nyitott Euler-vonal.

Megjegyzés: Az Euler-vonal kezd6pontja az egyik, végpontja a masik paratlan fokszdmu pont
lesz.

: Ha egy 0sszefiiggd grafban minden pont fokszdma paros, akkor a grafban van zart Eu-
ler-vonal.

Példa:

A ,,K6nigsbergi hidak probléméja” Leonard Euler-t6] (1736): Konigsberg (ma Kalinyingrad)
varosa a Pragel foly6 két partjan és a folyd két szigetén fekszik. A négy varosrészt hét hid koti
Ossze. Kérdés, hogy lehet-e olyan sétat tenni a varosban, amelynek sordn minden hidon ponto-
san egyszer keliink at.

D

B

Az eldzd tételek értelmében sétat nem lehet tenni gy, hogy minden hidat pontosan egyszer
érintsiink, hiszen az abra grafjan minden pont fokszdma pératlan.

Példa:

A G, fokszdmsorozata 2, 3, 3, 4, 4, igy ebben nincs zart Euler-vonal, de nyitott Euler-vonal van,
példaul az a, d, e, ¢, d, b, ¢, a, b vonal. A G, fokszamsorozata 2, 2, 2, 4, 4, igy ebben van zart
Euler-vonal, példaul az a, d, e, c, d, b, ¢, a vonal. A G5 fokszamsorozata 2, 3, 3, 3, 3, igy ebben
zart és nyitott Euler-vonal sincs.

e

Gl GQ GS
d c c d c
a b ae b a b




Definicié: Az olyan utat, amelynek kezd6 és végpontja azonos, kérnek nevezzik.

Megjegyzés: A korben szerepl6 élek szdma a kor hossza. A hurokél specidlisan 1 hosszi kor.
: Ha egy egyszerii véges graf minden pontjanak foka legalabb 2, akkor van kor a grafban.

: Ha egy n-pontt grafnak legalabb » éle van, akkor van a gratban kor.

Megjegyzés: Ha egy 0sszefiiggd graf kort tartalmaz, és a kornek valamely ¢é1ét elhagyjuk, akkor
is Osszefiiggd grafot kapunk.

Definicié: Egy graf azon korét (tjat), amely a graf dsszes pontjan pontosan egyszer halad
keresztiil, a graf Hamilton-korének (Hamilton-utjanak) nevezzik.

Megjegyzés: Egy Hamilton-kor tetszéleges ¢€lét elhagyva egy Hamilton-utat kapunk. Hamilton-
kor létezésére nem ismert sziikséges és elégséges feltételt ado tétel. Egy lehetséges
elégséges feltételt ado tétel:

: Ha egy n szogpontt egyszerii graf minden pontja legalabb g—edfokﬁ, akkor a graf tar-
talmaz Hamilton-kort.

Példak:

a) ut b) vonal ¢) kor d) Osszefiiggo graf

ol s

Példa: YT /

Az 4bran 1évo, térbeli graf szaggatott vonallal jel6lt kore Hamilton-kor.

Definicid: Az olyan 6sszefiiggd grafokat, amelyekben nincs kor, fanak nevezziik.

Megjegyzés: A fagraf elséfokl csucsait leveleknek hivjuk.

Definicid: A tobb fabol allo grafot erddnek vagy ligetnek nevezziik (vagy ami ezzel ekviva-
lens: az erdok kormentes grafok).

Megjegyzés: A szamitastechnikéban fontos szerepet jatszanak az un. bindris fak, melyek olyan
iranyitott fa grafok, ahol egy csticsbdl legfeljebb két él indul ki.



Példak:
a) fagraf b) erdo ¢) binaris fa

A ATR B

: Minden tobbpontu fanak van legalabb két elséfoku pontja.
: Az n pontu fanak n — 1 éle van.

Megjegyzés: (Tovabbi tételek fa grafokkal kapcsolatban)

- A fak barmely két pontjat egyetlen ut koti ossze.

- Egy fanak barmely ¢lét elhagyva mar nem lenne Gsszefiiggd graf.

- Ha egy fanak barmely két olyan pontjat 6sszekotjiik, amely eddig még nem volt Ossze-
kotve, akkor a grafban mar lenne kor.

Példa:

Ot kdzség kozott uthaldzatot kell épiteni, tgy hogy az utakon barmely falubél eljuthassunk
barmely mas faluba. Minden utnak van egy meghatarozott épitési koltsége. Ennek ismeretében
kell megtervezni egy olyan 6sszeko6td tithdlozatot, amelynek épitése minimalis koltségii.

Megoldas:

Szemléltessiik a feladat megoldasat graffal. Az élekre tiintessiik fel a koltségek aranyat. A meg-
marado részgrafnak a feladat feltétele szerint 6sszefiiggdnek kell maradnia. Ha egy kornek el-
hagyjuk valamelyik €élét, akkor az 0j graf 0sszefiiggd marad. Hagyjuk el a legnagyobb koltségli
¢lét. Az eljarast folytatva a megmaradt minimalis koltségli részgraf fa lesz (minimdlis feszitofa).




Feladatok:

F.17

F.18

F.19

F.20

F.21

F.22

F.23

F.24

F.25

Az egyik megye 22 telepiilése kozott 6tben van korhdz. Legalabb hany olyan utat kell
megépiteni, amely két-két telepiilést kot 0ssze azért, hogy barmely telepiilésrol legalabb
az egyik korhéazba el lehessen jutni kiépitett titon?

Egy 6 pontl, egyszerti, 6sszefiiggd grafban van 1, 2, 3, 4 és 5 fokl pont is. Mennyi lehet
a hatodik pont foka? Indokolja valaszat!

Hény csucsa van annak a teljes grafnak, amelyben az €lek szdma tobb, mint a csticsok
szamanak 6tszorose, de kevesebb, mint a hatszorosa?

Hatérozza meg a ,,minimalis koltségli” 0sszetiiggd részgrafot!

12 telepiilés kozott vizvezetékrendszert terveznek. A telepiilések helyzetét és a kozottiik
1év6 csatornafektetés Osszkoltségeit az alabbi abra modellezi. Az A telepiilés csatlako-
zik az orszagos haldzatra. Adja meg a leggazdasagosabban megépithetd rendszert ugy,
hogy minden telepiilés be legyen kotve a halozatba!

| 2 J4 3 K 1 L

5 ¢ 2 D

Egy 8 f0s barati 6sszejovetelen egyesek kézfogassal koszontotték egymast. Lehetséges-
e, hogy minden jelenlévd kiilonb6z6 szamu emberrel fogott kezet?

Van-e olyan n pontl egyszerii graf, amelyik izomorf a komplementerével, ha

a) n=25,

b) n =67

Van-e olyan 8 csucst fa, melyben a csucsok fokszamai az alabbiak:
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F.26
F.27
F.28
F.29

F.30

F.31

F.32

F.33

F.34

F.35

F.36

Egy erd6 5 fajaban 6sszesen 16 ¢l van. Hany csticsa van az erdonek?
Hény kiilonb6zd 5 csucsu fa van, ha a csucsait nem kiilonboztetjilk meg?
Hény kiilonboz6 3 csticst fa van, ha a csticsait megkiilonboztetjiik?

Egy 10 szogpontu fanak 8 els6foku pontja van
a) Hanyadfoku lehet a tovabbi két pont?
b) Hany ¢élt tartalmaz a leghosszabb utja?

Hény pontja van annak a fanak, amelyben az élek szama pontosan 6tode a fabdl ,,hi-
anyz0” ¢€lek (vagyis az 6sszekotetlen pontparok) szaméanak?

Bizonyitsuk be, hogy egy n pontt fadban a masodfokt pontok szdma nem lehet pontosan
n — 3. (Megjegyzés: Hasznaljunk indirekt bizonyitasi modszert!)

Egy faban csak két kiilonb6z6é fokszam fordul eld: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-
szer. Mi a szoban forgd két fokszam?

Miért nem lehet a fertddi Esterhdzy-kastély parkjaban (abra) egy olyan sétat tenni,
amely soran minden tton athaladunk egyszer és az indulési helyre visszajutunk?

Van-e Euler-vonala (nyilt vagy zart) az alabbi grafoknak? Indokolja valaszat!
a@ b@ C@ d)@

Rajzolja ol azt a grafot, melynek a cstcsai az A = {1; 2; 3} halmaz részhalmazai, és

amelyben két csucsot akkor kot dssze €1, ha a megfeleld részhalmazok koziil az egyik

tartalmazza a masikat! Van-e Euler-vonala (nyilt vagy zart) ennek a grafnak? Indokolja
valaszat!

Az abran egy kiralyi palota alaprajza lathatd. Minden e
reggel a kiraly belép a nyillal jeldlt bejaraton, majd ugy \) F o y
sétal a szobak kozt, hogy minden ajtén pontosan egy- B I

szer megy at. Sétaja veégén leiil a tronteremben és fo- 4 L

gadja a latogatoit. Melyik terem a tronterem? Indo-
kolja valaszat!

1T
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